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第1讲二次函数与三角形存在性加油站

一、 等腰三角形

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

1. 如图 ，已知抛物线 与 轴交于点 和点 与 轴交于点 ．

图 图

求抛物线的表达式．

如图 ，若点 为第二象限抛物线上一动点，连接 ， ，求四边形 面积的最大值，

并求此时 点的坐标．

如图 ，在 轴上是否存在一点 使得 为等腰三角形？若存在，请求出所有符合条件的

点 的坐标，若不存在，请说明理由．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

．

， ．

存在，

或 或 或 ．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

由题知：

，

解得 ，

∴所求抛物线表达式为：

．

故答案为： ．

过点 作 轴于点 ，
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（ 3 ）

设 ，

∴ ，

， ，

∴

，

∴当 时，

最大，

且最大值为 ．

故答案为： ， ．

连接 ，

①当点 为顶点， 时，

此时 为底边的垂直平分线，

满足条件的点 与点 关于 轴对称，

∴点 坐标为 ．

②当点 为顶点， 时，

在 中，

∵ ， ，

四边形

四边形
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由勾股定理得 ，

以点 为圆心，

的长为半径作弧，

交 轴于两点 ， 即为满足条件的点，

此时它们的坐标为 ，

，

③当 为底边时，

线段 的垂直平分线与 轴的焦点 ，

即为满足条件的点，

设垂直 的垂直平分线交 轴于点 ，

过 中点 ，

∵

，

∴ ，

∴ ，

，

， ，

，

，

点 坐标为 ，

综上所述存在符合条件的点 ，

其坐标为 或 或 或 ．

故答案为：存在，

或 或 或 ．

【标注】【知识点】二次函数与动点问题

2. 如图，抛物线 与 轴交于 、 两点，与 轴交于点 ，抛物线的对称轴交 轴于

点 ，已知 ， ．
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x

y

O

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

求抛物线的解析式．

在抛物线的对称轴上是否存在点 ，使 是以 为腰的等腰三角形？如果存在，直接

写出 点的坐标；如果不存在，请说明理由．

点 是线段 上的一个动点，过点 作 轴的垂线与抛物线相交于点 ，当点 运动到什么位

置时， 的面积最大？求出 的最大面积及此时 点的坐标．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

．

点的坐标为 或 或 ．

当 运动到 的中点时， 面积最大， 最大面积 ，此时

．

【解析】（ 1 ）

方法一：

方法二：

（ 2 ）

把 ， 代入 得 ，

解得 ， ，

∴抛物线的解析式为 ．

存在．如图 中，

x

y

O

图
∵ ， ，

∴ ， ， ，

①当 时，可得 ，

②当 时，可得 ， ，

综上所述，满足条件的 点的坐标为 或 或 ．

∵ ，

∴抛物线对称轴为直线 ，
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方法一：（ 3 ）

∴ ，且 ，

∴ ，

∵点 在对称轴上，

∴可设 ，

∴ ， ，

当 时，则有 ，解得 ，

此时 点坐标为 或 ；

当 时，则有 ，解得 （与 重合，舍去）

或 ，

此时 点坐标为 ；

综上可知存在满足条件的点 ，其坐标为 或 或 ．

如图 中，

x

y

O

图

对于抛物线 ，

当 时， ，

解得 ， ，

∴ ， ，

由 ， 得直线 的解析式为 ，

设 则 ，

，

∴ ，∴当 时， 有最大值 ，

此时 是 中点，

∴当 运动到 的中点时， 面积最大，
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方法二：

∴ 最大面积 ，此时 ．

当 时，即 ，解得 或 ，

∴ ， ，

x

y

O

设直线 解析式为 ，

由题意可得 ，解得 ，

∴直线 解析式为 ，

∵点 是线段 上的一个动点，

∴可设 ，则 ，

∴

，

∴ ，

∵ ，

∴当 时， 有最大值，最大值为 ，

此时 ，

∴ ，即 为 的中点，

∴当 运动到 的中点时， 的面积最大，最大面积为 ，此时 点坐标为

．

【标注】【知识点】二次函数与动点问题

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

3. 抛物线 交 轴于 ， 两点，与 轴交于点 ，连接 ， ， 为线

段 上的一个动点，过点 作 轴，交抛物线于点 ，交 于点 ．

求抛物线的解析式．

过点 作 ，垂足为点 ．设 点的坐标为 ，请用含 的代数式表示线段

的长，并求出当 为何值时 有最大值，最大值是多少？
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试探究点 在运动过程中，是否存在这样的点 ，使得以 ， ， 为顶点的三角形是等腰三

角形．若存在，请求出此时点 的坐标；若不存在，请说明理由．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

．

， ．

存在， 或 ．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

将点 、 的坐标代入抛物线表达式得

，

解得 ，

故抛物线的表达式为： ．

由抛物线的表达式知，点 ，

由点 、 的坐标得，直线 的表达式为： ；

设点 ，

则点 ，

点 ，

∴ ,

∵ ，

故 ，

∴ ，

∴

，

∵ ，

故当 时， 有最大值为 ．

存在，理由：

点 、 的坐标分别为 、 ，

则 ，

①当 时，过点 作 轴于点 ，连接 ，
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则 ，

即 ，

解得： （舍去负值），

故点 ，

②当 时，

则 ，

在 中，

由勾股定理得： ，

解得： 或 （舍去 ），

故点 ；

③当 时，

则 ，

解得：  （舍去）；

综上，点 的坐标为 或 ．

【标注】【知识点】二次函数与动点问题

二、 直角三角形

4. 如图，抛物线 与 轴交于点 、 ，与 轴交于点 ，连接 ．

x

y

O
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（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

求抛物线的解析式．

若点 为第三象限内抛物线上的一点，设 的面积为 ，求 的最大值并求出此时点 的

坐标．

设抛物线的顶点为 ， 轴于点 ，在 轴上是否存在点 ，使得 是直角三角形？

若存在，请直接写出点 的坐标；若不存在，请说明理由．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

．

最大值  ，  ．

存在， ， ， ， ．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

∵抛物线 经过点 、 ，

∴ ，

解得： ，

∴抛物线的解析式为： ．

如图，过点 作 轴的垂线，交 轴于点 ，交 于点 ．

x

y

O

在 中，令 ，则 ，

∴点 的坐标为 ，

设直线 的解析式为 ，

由题意得： ，

解得： ，

∴直线 的解析式为 ．

设 点坐标为 ，

则点 的坐标为 ，

∴ ．

∵ ，
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（ 3 ）

∴

，

∴当 时， 有最大值 ，

此时 ，

∴点 的坐标为： ．

为直角三角形，分 种情况讨论，

当 时，即点 为直角顶点，

点坐标为 ， 点坐标为 ，

∴ ，

∴ ．

设直线 解析式为： ，

将 点 代入得： ，

∴ ，

则 ，

当 时， ，

故 坐标为 ．

当 时，即点 为直角顶点，

∴ ．

设直线 解析式为： ，

将点 代入得： ，

∴ ，

∴直线 为： ，

当 时， ，

故 坐标为 ．

当 时，即 点为直角顶点，

如图所示，过 作 轴于点 ．

x

y

O
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∴ 点坐标为 ．

∵ ，

∴ ．

∵ ， ，

∴ ， ，

∴ ，

∴ ．

设 点坐标为 ，

∴ ， ， ， ，

∴ ， ，

∴ ，

∴ ，

∴ 或 ，

∴ 坐标为 ， 坐标为 ．

综上所述：当 轴上 点使 为直角三角形时，

点坐标为： ， ， ， ．

【标注】【知识点】二次函数与直角三角形结合

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

5. 如图，在平面直角坐标系中，直线 与抛物线 交于 ， 两点，点 在 轴

上，过点 作 轴的垂线 ，垂足为点 ， ，抛物线的顶点为 ．

备用图

求抛物线解析式．

点 是线段 上一动点（点 ， 除外），过点 作 轴的垂线交抛物线于点 ，当线段 的

长度最大时，求点 的坐标．

在（ ）的条件下，在直线 上是否存在点 ，使 是直角三角形？若存在，求出可能

存在的 的坐标；若不存在，说明理由．
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【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

．

．

存在， 或 或 或 ．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

直线 ，当 时， ，

∴ ；当 时， ，

∴ ．由 ， ．

得 解得

∴抛物线解析式为 ．

设点 ，则 ，

∴ ，

，

∵ ，

∴当 时， 的长度最大，则点 ．

直线 ．

设 ，则 ， ，

，

①当 为直角顶点时，由勾股定理得 ，解得 ，

∴ ；

②当 为直角顶点时，由勾股定理得 ，

解得 ，

∴ ；

③当 为直角顶点时，由勾股定理得 ，

解得 ， ，

∴ 或 ．

综上， 或 或 或 ．

【标注】【知识点】二次函数与动点问题

6. 如图，一抛物线与 轴交于 、 两点，与 轴交于点 ，且 ， ．
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（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

求此抛物线的解析式．

若点 在此抛物线上，抛物线的对称轴交 轴于点 ，交 于点 ，连接 、 ，试

判断四边形 的形状，并说明理由．

在（ ）的条件下，连接 交对称轴于点 ，在抛物线对称轴上是否存在点 ，使 是

直角三角形？若存在，求出点 的坐标；若不存在，请说明理由．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

．

平行四边形；证明见解析．

存在； 或 或 或 ．​​

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

设抛物线为 ，

∵ ， ，

∴ 为 ， 为 ，

∵抛物线过 ， ， ，

∴ ，

∴ ，

解得 ，

∴抛物线的解析式为 ．

∵ 在抛物线 上，

∴ ，

∴ ， 为 ，

∵ 为 ，

∴ ，

又∵抛物线的对称轴为 ，
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（ 3 ）

∴ ， ，

∴ ，

∴四边形 为平行四边形．

∵ ，

∴ ，

①当点 为直角顶点时，如图 所示，

图
则 ，

∴ ，

，

∴ ，即 ，

解得： ，

∴ ．

②当点 为直角顶点时，如图 所示，同理可得 ，
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图
∴ ，

∴ ，

∴ ．

③当点 为直角顶点时，由勾股定理得 ，

又∵ 是 斜边 上的中线，

∴ ，

若点 在 上方，如图 所示，则 ，

∴ ，

图

若点 在 下方时，如图 所示，则 ，

∴ ．
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图

综上所述，抛物线的对称轴上存在点 或 或 或

，使得 是直角三角形．​​

【标注】【知识点】二次函数与直角三角形结合

三、 等腰直角三角形

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

7. 将抛物线 先向左平移 个单位长度，再向下平移 个单位长度得到抛物线 ．

直接写出抛物线 的解析式．

如图 ，抛物线 交 轴于点 ，点 在抛物线 上，在其对称轴 上是否存在一点 ，使

得 周长最小？若存在求出周长最小值，若不存在请说明理由．

图 图

如图 ，若点 在抛物线 上，点 在对称轴 上，当 是以 为斜边的等腰直角三角形

时，求点 的坐标．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

或 ．

存在， ．

或 或 或 ．
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【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

将抛物线 先向左平移 个单位得到抛物线 ，再向下平移 个单

位得到抛物线 ， ，

所以抛物线的解析式是 或 ．

存在，理由如下：

当 时， ，即点 ．

如图：作点 关于 的对称点 ，

图

因为点 在 上且直线 是 的对称轴，

所以点 也在 上，

即点 ．

连接 交直线 于点 ，则此时 值最小即为 ，

即 周长最小值为 ．

过点 作 于点 ，则 ，

在 中， ，

在 中， ，

即 周长最小值为 ．

如图，当点 在 轴上方时，

过点 作 轴于点 ，过点 作 轴于点 ，

则 ．

∵ 是以 为斜边的等腰直角三角形，
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∴ ， ，

∴ ， ，

即 ．

在 和 中，

，

∴ ≌ ，即： ．

设点 ，则

， ，

∴ ，即 或 ，

即点 坐标为 或 ．

同理，当点 在 轴的下方时，

，

即 ， 坐标为 ．

当点 为 交点时， ，

此时 ， 是以 为斜边的等腰直角三角形．

综上所述：点 的坐标为 或 或 或 ．

【标注】【知识点】二次函数与等腰直角三角形结合

图

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

8. 如图①，已知抛物线 （ 、 为参数，且 ， ）与 轴交于 、

两点（ 在 的左边），与 轴交于点 ．

求点 的坐标（结果可以含参数 ）．

连接 、 ，若 ，求 的值．

如图②，在（ ）的条件下，抛物线的对称轴为直线 ： ，点 是抛物线上的一个动点，

是抛物线的对称轴 上的一点，在抛物线上是否存在点 使 成为以点 为直角顶点的

等腰直角三角形？若存在，求出所有符合条件的点 的坐标；若不存在，请说明理由．
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图

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

．

．

或 或 或

．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

令 ，则有 ，

解得： ， ，

∵ ， 在 的左边，

∴ ．

如图 ，过点 作 ，垂足为点 ，

图

由（ ）可知 ，则 为等腰直角三角形，

∵ ，

∴ ，

又∵ ，

∴ ，

∴ ，

∵ ，

∴ ， ，

∴ ．
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（ 3 ）∵由题意知 为对称轴，

∴ ，

即 ，

∵在（ ）的条件下有 ，

∴ ，

解得 ，即 ，

∴抛物线的解析式为 ．

①当 在对称轴的左边，如图 ，

图

过 作 轴，交 轴于 ，交 于 ，

∵ 是等腰直角三角形，且 ，

易得 ≌ ，

∴ ，

∵ ，

则 ，

解得： 或 ，

∴ 的坐标为 或 ；

②当 在对称轴的右边，

如图 ，过 作 轴于 ，过 作 于 ，
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图

同理得 ≌ ，

∴ ，

则 ，

解得： 或 ；

的坐标为 或 ；

综上所述，点 的坐标是： 或 或

或 ．

【标注】【知识点】二次函数与等腰三角形结合

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

（ 4 ）

9. 如图，抛物线 过 ， 两点，点 、 关于抛物线的对称轴对称，过点 作直

线 轴，交 轴于点 ．

求抛物线的表达式．

直接写出点 的坐标，并求出 的面积．

点 是抛物线上一动点，且位于第四象限，当 的面积为 时，求出点 的坐标．
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若点 在直线 上运动，点 在 轴上运动，当以点 、 、 为顶点的三角形为等腰直角

三角形时，请直接写出此时 的面积．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

（ 4 ）

．

点 的坐标为 ， ．

点 坐标为 ．

或 或 或 ．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

（ 4 ）

把点 ， 代入抛物线 中，

得 ，解得： ，

∴抛物线表达式为： ．

点 的坐标为 ，

又∵点 的坐标为 ，

∴ ，

∴ ．

过 点作 交 于点 ，如图 ，

设点 ，

根据题意，得： ， ， ，

∴ ，

，

∴ ，

（舍去）， ，

∴点 坐标为 ．

图

以点 、 、 为顶点的三角形为等腰直角三角形时，分三类情况讨论：

①   以点 为直角顶点且 在 轴上方时，如图 ， ，

，

则 ≌ ，

，

四边形
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∴ ， ，

∴ ， ，

由勾股定理得： ，

∴ ．

图

②   以点 为直角顶点且 在 轴下方时，如图 ，作辅助线，构建如图所示的两

直角三角形： 和 ，

得 ≌ ，

∴ ， ，

由勾股定理得： ，

∴ ．

③以点 为直角顶点且 在 轴左侧时，如图 ， ， ，作

辅助线，

同理得： ，

∴ ．

图

④以点 为直角顶点且 在 轴右侧时，作辅助线，如图 ，同理得：

，

∴ ．

⑤以 为直角顶点时，不能构成满足条件的等腰直角三角形，如图 ．
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综上所述： 的面积为： 或 或 或 ．

图

图 图

【标注】【知识点】等腰直角三角形的存在性

四、 相似三角形

（ 1 ）

（ 2 ）

10. 如图，已知抛物线 （ ）与 轴交于点 ，与 轴交于点 和点 ．

求抛物线的解析式．

若点 是抛物线上的动点，过点 作 轴，垂足为 ，以 ， ， 为顶点的三角形是否

能够与 相似？若能，请求出所有符合条件的点 的坐标；若不能，请说明理由．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

．

能， 或 或 或 ．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

∵点 在抛物线 上，

∴ ，

∴ ，

∴抛物线的解析式为： ．

设 ，

分四种情况：

①当 在第四象限时， 时，如图 ，
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y

O

图

x

∴ ，

即 ，

解得： ， （不合题意，舍去），

∴ ；

②当 在第一象限时， ，如图 ，

y

O

图

x

∴ ，

即 ，

解得： ， （舍去），

∴ ；

③当 在第三象限时， ，如图 ，
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y

O

图

x

∴ ，

即 ，

解得： ， （不合题意，舍去），

∴ ；

④当 ≌ 时， 与 重合， ．

综上所述， 点的坐标为 或 或 或 ．

【标注】【知识点】二次函数与相似三角形结合

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

11. 如图，在平面直角坐标系 中，直线 与坐标轴分别交于 、 两点，过 、 两点的抛

物线为 ．点 为线段 上一动点，过点 作 轴于点 ，交抛物线于点 ．

求抛物线的解析式．

当 时，求四边形 的面积．

连接 ，是否存在点 ，使得 和 相似？若存在，求此点 坐标．若不存在，

说明理由．

【答案】（ 1 ） ．
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（ 2 ）

（ 3 ）

．

或 ．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

在直线解析式 中，令 ，得 ．令 ，得 ，

∴ ， ．

∵点 ， 在抛物线 上，

∴ ，

解得： ， ，

∴抛物线的解析式为： ．

设点 坐标为 ，则 ， ．

∵ ，

∴ ，

∴ 为等腰直角三角形，

∴ ，

∴ ，

∴点 坐标为 ．

∵点 在抛物线 上，

∴ ，解得 ．

∴ ， ， ，

．

设点 坐标为 ，则 ， ，

，则 ．

∵ 为等腰直角三角形， 和 相似

∴ 必为等腰直角三角形．

i）若 ，则 ，

∵ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ．

∵点 在抛物线 上，

∴ ，解得 （不合题意，舍去）或 ，

∴ ．

ii）若 ，则 ，

四边形 梯形
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在等腰直角三角形 中， ，

∴ ，

∴ ．

∵点 在抛物线 上，

∴ ，解得 （不合题意，舍去）或 ，

∴ ．

综上所述，存在点 ，使得 和 相似，点 的坐标为 或

．

【标注】【知识点】二次函数与动点问题

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

12. 如图所示，抛物线 经过 、 两点， 、 两点的坐标分别为 、 ．

求抛物线的解析式．

点 为抛物线的顶点，点 为抛物线与 轴的另一交点，点 为 轴上一点，且 ，求

出点 的坐标．

在第二问的条件下，在直线 上存在点 ，使得以 、 、 为顶点的三角形与 相

似，请你直接写出所有满足条件的点 的坐标．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

．

点 的坐标为 ．

满足条件的点 共有 个，其坐标分别为 、 、 、

．

【解析】（ 1 ）∵抛物线 经过 、 ，

∴ ，

解得 ，
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（ 2 ）

（ 3 ）

故抛物线的解析式为 ．

令 ，

解得 ， ，

则点 的坐标为 ，

∵ ，

∴点 的坐标为 ，

设点 的坐标为 ，作 轴于点 ，

∵ ， ，

，

∴ ，

解得 ，

∴点 的坐标为 ．

∵点 ， ， ，

∴ ， ，

根据勾股定理得 ，

在 和 中，

∵ ，

∴ ≌ （ ），

∴ ，

又∵ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

①当 时，

∴ ，

即 ，

解得 ，

过点 作 轴于点 ，

则 ，

即 ，

解得 ， ，
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当点 在点 的左边时， ，

∴点 的坐标为 ，

当点 在点 的右边时， ，

∴点 的坐标为 ．

②当 时，

∴ ，

即 ，

解得 ，

过点 作 轴于点 ，

则 ，

即 ，

解得 ， ，

当点 在点 的左边时， ，

∴点 的坐标是 ，

当点 在点 的右边时， ，

∴点 的坐标是 ，

综上所述，满足条件的点 共有 个，其坐标分别为 、 、

、 ．

【标注】【知识点】二次函数与相似三角形结合


